
Глава 5. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ, Д)ИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  

УРАВНЕНИЯ И УРАВНЕНИЯ НА ПОВЕРХНОСТЯХ РАЗРЫВА,  

СЛЕДУЮЩИЕ ИЗ ЗАКОНОВ СОХРАНЕНИЯ 

§ 1. Три теоремы для интегралов по объемам и их граничным  

поверхностям от дифференцируемых функций  

В механике сплошной среды при анализе законов сохранения широко 

используются ряд теорем и формул математической теории поля. Ниже рас-

смотрены три наиболее важные теоремы. 

Дифференцирование интеграла по объему. Рассмотрим производную 

по времени от интеграла по подвижному (переменному по времени) объему 
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Рис. 5.1.1 



На рис. 5.1.1 схематично показаны объемы V(t), V(t + ∆t) и ограничи-

вающие их поверхности S(t) – жирной линией и S(t + ∆t) – тонкой линией. 

Показаны внешние (по отношению к V(t) единичные нормали n к поверхно-

сти S(t) и S(t + ∆t). Объемы V(t + ∆t) – V(t) можно представить как совокуп-

ность цилиндров объемом 

δV = (∆x ⋅ n) ds    (∆x ⋅ n ≡ δn),   (5.1.2) 

где ∆x – перемещение точки поверхности за время ∆t, устанавливающее за-

кон соответствия точек поверхности S(t) в разные моменты времени. Далее 

существенным будет перемещение или соответствие точек S(t) только вдоль 

нормали n. Знак (∆x ⋅ n ≡ δn) определяет знак, с которым входит соответст-

вующий элементарный объем δV в интеграле по V(t + ∆t) – V(t) в (5.1.1), а 

именно: если S(t) смещается во вне от объема V(t), то δn > 0 и δV > 0; если 

S(t) смещается внутрь объема V(t), то δn < 0 и δV < 0. 

Если известен закон перемещения граничной поверхности S(t) или за-

кон соответствия ее точек в равные моменты времени в виде ∆x = ∆x(x, t), то 

в каждой точке S(t) можно определить скорость перемещения поверхности 

вдоль внешней нормали 
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Причем N > 0, если S(t) смещается в сторону n, т.е. во внешность объ-

ема V(t), и N < 0, если S(t) смещается против n, т.е. внутрь объема V(t). При-

меры определения и вычисления нормальной скорости N перемещения по-

верхности S(t) даны чуть ниже. 

А сейчас, возвращаясь (5.1.1), имеем 
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В результате можно сформулировать теорему. 



Теорема 1 (теорема дифференцирования интеграла по переменному по 

времени объему). Производная по времени от интеграла по объему 

V(t), ограниченному поверхностью S(t), когда подынтегральная функ-

ция f(x, t) дифференцируемая функция по времени, а точки граничной 

поверхности S(t) перемещаются с нормальной скоростью N, определя-

ется следующим выражением 
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Далее будут рассматриваться два типа произвольных объемов в 

сплошной среде. 

Первый тип – эйлеров объем VE, ограниченный поверхностью SE, где 

VE и SE фиксированы в системе координат наблюдателя, т.е. граничная по-

верхность SE – неподвижна и N = 0: 

VE = const,    SE = const,    N = 0.   (5.1.6) 

Второй тип – лагранжев объем VL, ограниченный поверхностью SL, где 

VL и SL перемещаются в пространстве со сплошной средой, т.е. объем VL 

включает фиксированную совокупность материальных точек сплошной сре-

ды. Такое определение VL(t) и SL(t) возможно в силу принятой гипотезы ин-

дивидуализации материальных точек (см. § 2 гл. 2).  

Эйлеров объем VE и его граничная поверхность SE фиксированы и по-

стоянны, лагранжев объем VL и его граничная поверхность SL перемещаются 

в соответствии с полем скоростей 

VL = VL(t),    SL = SL(t),    
d

dt

x
 = v(x, t),    N = v ⋅ n ≡ vn. (5.1.7) 

Для неподвижного эйлерова объема в каждой точке SE имеем N = 0, и 

из (5.1.5) имеем теорему коммутативности интегрирования по объему и диф-

ференцирования по времени 
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т.е. производная по времени от интеграла по эйлерову объему равна интегра-

лу по объему от производной по времени. 



Для лагранжева объема в каждой точке SL имеем N = vn, и из (5.1.5) 

следует 
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т.е. дифференцирование по времени и интегрирование по лагранжеву объему 

некоммутативны. 

Покажем, как вычислить N в на примере задания S(t) в виде 

ψ(x1, x2, x3, t) = 0.    (5.1.10) 

Изменением знака у функции ψ можно добиться того, чтобы рост ψ в 

фиксированный момент времени t был при перемещении от точек x, лежа-

щих на S(t) во вне объема V(t). Тогда направление единичной нормали, 

внешней по отношению к V(t), в каждой точке S и в каждой фиксированный 

момент времени устанавливается по формуле 
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Используем формулу для разложения функции ψ(x, t): 

ψ(x + ∆x, t + ∆t) – ψ(x, t) = 
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В более подробном виде это представляет собой следующую формулу:  

ψ(x1 + ∆x1, x2 + ∆x2, x3 + ∆x3, t + ∆t) – ψ(x1, x2, x3, t) =  (5.1.12а) 
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Пусть (см. рис. 5.1.1) точка М с координатами (x, t) = (x1, x2, x3, t) на-

ходится (в момент t) на поверхности S(t), а точка М′ с координатами (x + n 

δn, t + ∆t) ≡ (x1 + n1δn, x1 + n2δn, x3 + n3δn, t + ∆t) находится (в момент t + ∆t) 

на поверхности S(t + ∆t), т.е. 

ψ(x, t) ≡ ψ(x1, x2, x3, t) = 0,   (5.1.13) 

ψ(x + n δn, t + ∆t) ≡ ψ(x1 + n1δn, x1 + n2δn, x3 + n3δn, t + ∆t) = 0. 

Тогда из (5.1.12) следует для ∆x = n δn или ∆xi = ni δn 
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Первое слагаемое (свертку по i, если учесть (5.1.11), можно предста-

вить в виде 
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и (5.1.14) можно переписать 
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Тогда используя определение N в (5.1.3), получим 
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Преобразование поверхностного интеграла от потока к объемному 

интегралу от дивергенции. Теорема Гаусса-Остроградского. Изменение 

величины малого лагранжева объема δV сплошной среды определяется ско-

ростями на его границе δS 
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С другой стороны из (2.8.24) известно, что 

0
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1
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(δV) = eii = ∇i vi.   (5.1.19) 

Таким образом, можно записать, что 

∫
δS

iv ni ds = δV ⋅ ∇i vi + o(δV),   (5.1.20) 

имея в виду, что ∇i vi взято в центре объема δV. Любой конечный объем V 

можно разбить на совокупность достаточно малых объемов δV(k)
, малых в 

том смысле, что величина ∇ivi в пределах δV(k)
 меняется мало, или другими 

словами 
3 ( )kVδ  << L, где L – характерный размер рассматриваемого про-

цесса или задачи. Просуммируем уравнение (5.1.20) по всем объемам 
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По "внутренним" границам объемов δV(k)
, лежащим внутри V интегра-

лы по δS(k)
 взаимно сокращаются, гак как для соседних объемов внесшие 

нормали на поверхности их разделяющей направлены в противоположные 

стороны 
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Поэтому для любого разбиения имеет место 
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Переходя к пределу при K → ∞, max(δV(k)
) → 0, получим, что первая 

сумма в правой части переходит в интеграл по объему V, а вторая сумма 

стремится к нулю 
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В итоге получим  

∫
S

i
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V

i
vi dV.    (5.1.24) 

Любое векторное поле A = Ai ei может рассматриваться как некоторое 

поле скоростей, и для него можно записать уравнение, аналогичное (5.1.24), 

где вместо vi следует иметь в виду Ai. Несложными рассуждениями можно 

показать, что это выражение справедливо для тензорного поля любого ранга. 

В итоге имеем теорему.  

Теорема 2 (теорема Гаусса-Остроградекого). Для любой дифференци-

руемой тензорной функции, любого ранга, заданной в произвольном 

объеме V, ограниченном поверхностью S, имеет место равенство по-



верхностного интеграла от потока (An = Ai ni) и объемного интеграла от 

дивергенции (divA = ∇i Ai): 

∫
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A ni ds = ∫∇

V

i
Ai dV.    (5.1.25) 

Применяя эту теорему к интегралу по поверхности SL в формуле (5.1.9) 

для дифференцирования интеграла по подвижному лагранжеву объему VL, 

получим 
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Теорема о подынтегральной функции. Сформулируем достаточное 

условие равенства нулю подынтегральной функции. 

Теорема 3 (теорема о нулевой подынтегральной функции): Если для 

непрерывной функции Φ(x, t), заданной в области V и для любого объ-

ема V в области V%  имеет место 

∫Φ

V

 dV = 0,     (5.1.27) 

то в области V%  имеет место 

Φ = 0.     (5.1.27a) 

Доказательство от противного. Пусть в области V%  имеется точка М, 

где Φ ≠ 0, например, Φ > 0. Так как Φ(x) – непрерывная функция, то около 

точки М можно выделить объем ∆V, во всех точках которого Φ > 0. Тогда 

V

Φ∫  dV > 0, т.е. в области V%  нашелся объем ∆V, для которого нарушается 

условие (5.1.26), которое должно выполняться для любого объема. Поэтому 

имеет место (5.1.27) во всех точках области. 

§ 2. Интегральные и дифференциальные уравнения  

сохранения массы 

Рассмотрим произвольный, фиксированный в системе координат на-

блюдателя, эйлеров объем VE, ограниченный фиксированной поверхностью 

SE, через которую проходит сплошная среда. Распределения масс (плотно-



стей), скоростей, напряжений, массовых сил и т.д. будем описывать в эйле-

ровых переменных x1, x2, x3, t. Соответствующие этим распределениям 

функции в соответствии с основным допущением механики сплошных сред 

будем полагать непрерывными, за исключением, быть может, отдельных по-

верхностей, линий и точек. При этом интегрируемость этих функций по объ-

емам и поверхностям всегда имеет место. 

Рассмотрим баланс массы в этом неподвижном (эйлеровом) объеме. 

Масса вещества в этом объеме ME(t) и скорость ее изменения d dEM t  пред-

ставляются в виде интеграла и произвольной по времени этого интеграла 

ME(t) = ∫ρ

E
V

(x, t) dV, 

d

d
EM

t
 = 
d

dt
( )∫ρ

EV

t,x  dV                  (5.2.1) 

В соответствии с законом сохранения масса вещества в объеме VE мо-

жет изменяться только за счет притока и оттока вещества через границу SE. 

Этот приток или отток массы согласно (2.9.20) определяется интегралом по 

поверхности SE от вектора потока массы j = ρ v.  

В итоге получим закон сохранения массы для эйлерова объема VE в ви-

де интегрального уравнения 

td

d ( )∫ρ
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t,x  dV = – ∫ρ
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vk nk v ds,                 (5.2.2) 

где n = nk ek – единичная внешняя (по отношению к объему VE) нормаль к 

поверхности SE. 

Если функции ρ(x, t) и v(x, t) являются дифференцируемыми функ-

циями по времени и пространственным координатам, то в (5.2.2) для произ-

водной по времени от интеграла по объему можно использовать теорему 1 

предыдущего параграфа, которая для эйлерова объема VE сводится к (5.1.8): 

td

d ( )∫ρ
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t,x  dV = ∫ ∂
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E
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t
dV,                           (5.2.3) 



 

а для интеграла по поверхности SE можно использовать терему Гаусса-

Остроградского (теорему 2 или (5.1.25)): 

– ∫ρ

E
S

vk nk v ds =  – ∫∇

E
V

k
(ρvk ) dV.                         (5.2.4) 

Тогда закон сохранения массы (5.2.2) сведется к виду 
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Так как равенство нулю этого интеграла справедливо для любого про-

извольного объема VE, то в силу теоремы 3 предыдущего параграфа (см. 

(5.1.27), (5.1.27a)), получаем, что в каждой точке равна нулю подынтеграль-

ная функция 

t∂

ρ∂
 + ∇kρvk = 0.     (5.2.6) 

Этот дифференциальное уравнение сохранения массы (mass conserva-

tion differential equation), называемый уравнением неразрывности, уже выво-

дился ранее (см. (2.9.14)) другим методом. 

Если аналогично вместо произвольного эйлерового объема рассмотреть 

произвольный лагранжевый объем сплошной среды VL (с фиксированными 

материальными частицами), то в соответствии с законом сохранения массы, 

масса среды в этом подвижном объеме не меняется 

ML = ∫ρ

L
V

t),(x dV,     
t

M L

d

d
  = 0. 

Таким образом закон сохранения массы для лагранжева объема VL 

имеет вид   
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tx dV = 0.                             (5.2.7) 

Если функции ρ(x, t) и v(x, t) являются дифференцируемыми функ-

циями по времени и пространственным координатам, то аналогично (5.2.3)  



используя теорему 1 и теорему Гаусса-Остроградского (теорему 2) для про-

изводной по времени от интеграла по переменному объему, которые для ла-

гранжева объема сводятся к (5.1.26), получим:  

td

d

∫ρ

)(

),(

tV
L

tx dV = ∫ 







ρ∇+

∂

ρ∂

L
V

kk
v

t
)(  dV = 0.    (5.2.8)     

Из-за того, что это равенство справедливо для любого объема VL , от-

сюда следует дифференциальное уравнение сохранения массы (5.2.4). 

Заметим, что формула (5.1.26) для дифференцирования интеграла по 

лагранжевому объему VL применительно к функции ρ f, (где f – произвольная 

непрерывно дифференцируемая функция) может быть переписана в виде 

td

d

∫ρ

)(tV
L

f dV = ∫ 







ρ∇+

∂

ρ∂

L
V

kk
fv

t

f
)( dV = ∫ρ

L
V

d

d

f

t
 dV.  (5.2.9) 

Здесь использована формула (4.1.8), являющаяся следствием уравнения 

неразрывности (5.2.4). 

§ 3. Интегральное и дифференциальное уравнения  

сохранения импульса 

Импульс (momentum) IE и скорость его изменения dIE/dt в произволь-

ном эйлеровом объеме VE определяем интегралом и соответствующей произ-

водной 

IE = ∫ρ

E
V

v dV,    
d

d
EI

t
 = 
d

dt ∫ρ

E
V

v dV.    (5.3.1) 

В соответствии с законом сохранения импульса, импульс в фиксиро-

ванном эйлеровом объеме может меняться, во-первых, за счет притока и от-

тока импульса вместе с притекающей и оттекающей массой (следует иметь в 

виду, что приходящая и уходящая среда помимо массы приносит импульс, 

энергию, энтропию, энтальпию и другие экстенсивные характеристики веще-

ства) через границу, что называется конвективным переносом импульса. Ин-



тенсивность этого переноса равна
1
 

∫
E

S

n
j v ds.     (5.3.2) 

Во-вторых, импульс среды внутри VE может меняться за счет действия 

внешних сил: поверхностных сил вдоль границы SE и объемных сил внутри 

VE. Импульс этих сил в единицу времени равен 

∫
E

S

n
σ ds + ∫ρ

E
V

F dV    (F = g + R  + Fin′),    (5.3.3) 

имея в виду (см.(3.1.3)), что обычно объемная сила F есть сумма гравитаци-

онных (g) и электромагнитных (R) сил и сил инерции (Fin′) из-за неинерци-

альности выбранной системы координат). 

В итоге, учитывая, что jn = ρvk nk, σσσσn = σσσσk nk получим интегральное 

представление закона сохранения импульса (momentum conservation law) для 

эйлерового объема VE 

d

dt ∫ρ

E
V

v dV = – ∫ρ

E
S

vk nk v ds + ∫
E

S

kk
nσ ds + ∫ρ

E
V

E dV. (5.3.4) 

Это балансовое уравнение импульса можно интерпретировать следую-

щим высказыванием. Импульс среды внутри фиксированной области про-

странства может меняться за счет его (импульса) переноса через границу 

вместе с массой, и действия внешних сил вдоль границы и внешних, прони-

кающих в эту область, сил со стороны внешнего поля (гравитационного или 

электромагнитного). 

Такое же интегральное уравнение сохранения импульса получается, 

если закон сохранения импульса рассмотреть для переменного лагранжевого 

объема VL(t) из фиксированных материальных точек сплошной среды. Им-

пульс такого объема меняется только за счет действия внешних сил (5.3.3), и 

закон сохранения количества движения для лагранжевого объема VL в виде 

интегрального уравнения имеет вид 

                                                        
1 Далее для упрощения и единообразия нижний индекс n, соответствующий проекциям векторов и тензоров 



d

dt ∫ρ

)(tV
L

v dV = ∫
L

S

k
σ nk ds + ∫ρ

L
V

F dV,   (5.3.5) 

Таким образом, при рассмотрении закона сохранения для лагранжева 

объема фиксированной совокупности материальных частиц сплошной среды 

отсутствует член с конвективным переносом через границу объема, так как 

он включен в производную по времени от интеграла по лагранжеву объему 

из-за переменности последнего. Если учесть (5.1.9), то видно, что (5.3.5) эк-

вивалентно (5.3.4). 

Если поля плотности ρ, скорости v и напряжений σik являются диффе-

ренцируемыми, то аналогично (5.2.3) – (5.2.5) можно использовать формулу 

(5.1.8)  о дифференцировании интеграла по эйлеровому объему и  формулу 

Гаусса-Остроградского (5.1.25) для приведения поверхностного интеграла от 

потока к объемному интегралу от дивергенции. В результате получим равен-

ство нулю интеграла для любого эйлерового объема VE: 

∫ 







ρ−∇−ρ∇+ρ

∂

∂

E
V

kkkk
v

t
Fσvv )()( dV = 0.      (5.3.6) 

В силу произвольности объема VE, получим в соответствии с (5.1.27), 

что в каждой точке, где все функции непрерывны и дифференцируемы, имеет 

место 

t

∂

∂
ρ v + ∇k (ρ v vk) = ∇k σσσσk + ρ F.   (5.3.7) 

Раскрывая немое суммирование, это уравнение переписывается в виде 

t

∂

∂
(ρ v) + 

1x

∂

∂
(ρ v v1) + 

2x

∂

∂
(ρ v v2) + 

3x

∂

∂
(ρ v v3) = 

= 
1

1

x∂

∂σ
 + 

2

2

x∂

∂σ
 + 

3

3

x∂

∂σ
 + ρ F.   (5.3.8) 

Используя представление (5.2.8) для f ≡ v, получим, что уравнение им-

пульса (5.3.7) может быть представлено в виде 

                                                                                                                                                                                   

на нормаль к рассматриваемой поверхности не будет браться в скобки: σσσσ(n)  ≡ σσσσn, j(n) ≡ jn, v(n) ≡ vn, и т.д. 



ρ
d

dt

v
 = ∇k σσσσk + ρ F    (5.3.9) 

(ρ
d

dt

v
 ≡ ρ(

t

∂

∂

v
 + vk ∇k v) ≡ 

t

∂

∂
(ρ v) + ∇k (ρ vk v)), 

что можно представить как 2-й закон Ньютона для сплошной среды: сила 

инерции, равная массе (ρ), умноженной на ускорение dv / dt равна главному 

вектору внешних сил: поверхностных (∇k σσσσk) и объемных (ρF).  

Нетрудно показать, что 

v
d

dt

v
 = 

t

∂

∂

2

2
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+ vk ∇k 

2

2

v 
 
 

≡ 
d

dt

2

2
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.  (5.3.10) 

Поэтому если скалярно умножить обе части уравнения (5.3.9) на v, то 

получим, что из уравнения импульса следует уравнение для кинетической 

энергии (kinetic energy equation) материальной точки в сплошной среде, кото-

рое часто называют уравнением живых сил 

ρ
d

dt

2

2

v 
 
 

= v ⋅ ∇k σσσσk + ρ F ⋅ v ≡ vl ∇k σσσσkl + ρ Fl vl. (5.3.11) 

§ 4. Интегральное и дифференциальное уравнения сохранения  

момента количества движения 

Как и в § 2 гл. 3 (см. 3.2.36) рассмотрим сначала классический случай, 

когда момент количества движения (momentum of momentum) сплошной сре-

ды определяется только полем скоростей v(x, t), т.е. момент количества в 

произвольном объеме V относительно начала координат (точки 0), из кото-

рой исходит радиус-вектор, равен 

K = ∫
V

[x × v] ρ dV.    (5.4.1) 

Далее будем полагать, что момент внешних сил связан только с по-

верхностными силами вдоль границы выделенного объема S, описываемыми 

полем тензора напряжений σkl, и массовыми силами, описываемыми вектор-

ным полем ρF: 



М = ∫
S

[x × σσσσn] ds + ∫
V

[x × ρ F] dV.   (5.4.2) 

Заметим, что для описания некоторых сплошных сред с ориентирован-

ным внутренним микродвижением, преставления (5.4.1) и (5.4.2) приходится 

обобщать, в частности, учитывать момент количества движения за счет внут-

ренних ориентированных микродвижений, не связанных с полем макроско-

ростей v(x, t) (см. конец настоящего параграфа). Пока же ограничимся ого-

воренным в (5.4.1), (5.4.2) представлением, которое будем условно называть 

классическим представлением момента импульса сплошной среды. 

В соответствии с законом сохранения момент количества движения в 

произвольном фиксированном эйлеровом объеме VE сплошной среды может 

меняться за счет конвективного переноса момента количества движения че-

рез границу SE вместе с переносом массы, за счет момента внешних поверх-

ностных сил на границе SE и момента внешних объемных сил в объеме VE. 

Таким образом, закон сохранения момента количества движения для эйлеро-

вого объемав виде интегрального уравнения имеет вид 

d

dt ∫
E

V

[x × v] ρ dV = − ∫ρ

E
S

vn [x × v] ds + 

+ ∫
E

S

[x × σσσσn] ds + ∫
E

V

[x × ρ F] dV.   (5.4.3) 

Это балансовое уравнение момента импульса аналогично тому, как это 

было сделано для балансовых уравнений массы (5.2.2) и импульса (5.3.5), 

можно интерпретировать следующим высказыванием. Момент импульса 

внутри фиксированной области пространства может меняться за счет его 

(момента) переноса через границу вместе с массой и действия моментов 

внешних сил вдоль границы и действия моментов внешних проникающих в 

эту область сил со стороны внешнего поля (гравитационного или электро-

магнитного). 

Если поля плотности ρ, скорости v и напряжений σik являются диффе-

ренцируемыми, то аналогично (5.2.3) – (5.2.5) и (5.3.6) можно использовать 



формулу (5.1.8) о дифференцировании интеграла по эйлеровому объему и  

формулу Гаусса-Остроградского (5.1.25) для приведения поверхностного ин-

теграла от потока к объемному интегралу от дивергенции. Далее используем 

теорему 3 о равенстве нулю подинтегральной функции. В итоге аналогично 

(5.2.6) и (5.3.7) получим дифференциальное уравнение сохранения момента 

импульса (differential equation of momentum conservation) в точке: 

∂

∂t
([x × v] ρ) + ∇k(ρ vk [x × v]) = ∇k[x × σσσσk] + ρ [x × F]. (5.4.4) 

Как и для законов сохранения массы и импульса последнее дифферен-

циальное уравнение сохранения момента импульса можно получить, рас-

сматривая произвольный  лагранжев объем VL.  

Далее используем следующие соотношения, основанные на дифферен-

цировании (операторы ∂ /∂t и ∇k) произведений 

∂

∂t
[x × v] ρ = [x × 

∂

∂t
 ρ v],    (5.4.5) 

∇k([x × v] ρ vk) = [(∇k x) × v] ρ vk + [x × ∇k (v ρ vk)]. 

Учтем, что 

∇k x = ∇k (xi ei) = ei ∇k xi = ei δki = ek, 

∇k[x × σσσσk] = [∇k x × σσσσk] + [x × ∇k σσσσk].  (5.4.6) 

Тогда первые слагаемые в последних двух соотношениях преобразуют-

ся: 

[(∇k x) × v] ρvk = [ek × v] ρvk = [vk ek × v] ρ = [v × v] ρ = 0. 

[(∇k x) × σσσσk] = [ek × σσσσk] = ei εilm ekl σmk =   (5.4.7) 

= ei εilm δkl σmk = ei εikm σkm. 

Тогда из (5.4.4) получим 

[x × 
t

∂

∂
(ρ v)] + [x × ∇k(ρ vk v)] = 

= [x × ∇k σσσσk] + [x × ρ F] + ei εikm σmk.  (5.4.8) 

Объединяя все члены с векторным умножением, получим 

[x × (
t

∂

∂
ρ v + ∇k(ρ vk v) – ∇k σσσσk – ρ F)] = ei εikm σmk. (5.4.9) 



Левая часть этого уравнения равна нулю, что следует из уравнения им-

пульса (5.3.7). В результате дифференциальное уравнение сохранения мо-

мента импульса для сплошной среды в рамках классического представления 

(5.4.1), (5.4.2) сводится к алгебраическому уравнению 

εikm σmk = 0.     (5.4.10) 

Это уравнение для i = 1, 2, 3 определяет симметрию тензора напряже-

ний, что уже было показано в (3.2.44) из анализа уравнения момента импуль-

са для малого кубика: 

i = 1:     σ32 – σ23 = 0, 

i = 2:     σ13 – σ31 = 0,    (5.4.11) 

i = 3:     σ21 – σ12 = 0. 

Таким образом, в рамках классического представления момента коли-

чества движения сплошной среды (5.4.1) и (5.4.2) закон сохранения момента 

импульса приводит к симметрии тензора напряжений и не приводит к другим 

независимым уравнениям. 

Рассмотрим момент количества движения малой частицы сплошной 

среды в малом объеме ∆V. Этот объем мал в том смысле, что его характер-

ный размер ∆x много меньше характерного размера L, на котором заметно 

меняются значения ρ и v. Пусть точка М – центр масс рассматриваемой ма-

териальной частицы 

x(M)
 ∆m = ∫

∆V

x ρ dV,        ∆m = ∫
∆

ρ

V

dV,            (5.4.12) 

или, что то же самое, что 

∫
∆

δ

V

x ρ dV = 0    (δx = x – x(M)
).             (5.4.13) 

Индекс (М) вверху соответствует значению параметра в точке М. Вы-

ясним, какой вклад вносит регулярное распределение скоростей в этой малой 

деформирующейся и вращающейся частице, которое может быть представ-

лено в виде (см. (2.2.16)) 



v = v(M)
 + (∇k v)

(M)
 δxk + v0 O 
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 ,              (5.4.14) 

на ее момент количества движения. Согласно (5.4.1) имеем 

∆K = [ ]∫
∆

ρ×

V

vx  dV =                                  (5.4.15) 
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Заметим, что величины с верхним индексом (М), относящиеся к значе-

ниям соответствующих функций в точке М, фиксированы и могут быть вы-

несены за знак интегрирования 

∆K =  [x(M)× v(M)
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 dV.  

Второй и третий интегралы в правой части равны нулю в силу (5.4.13), 

т.к. δxk отсчитывается от центра масс. Четвертый и пятый интеграл, учиты-

вая, что (∇k vl)
(M)

 ∼ v0 /L , (см. (2.2.16), можно оценить в виде 

Lv v0O 
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В итоге отнесенный к массе малой частицы сплошной среды момент 

количества движения может быть оценен в виде 

 
m∆
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 .          (5.4.16) 

Таким образом, для малой (∆x << L) материальной частицы с регуляр-



ным распределением скоростей в ней (в соответствия с теоремой Коши-

Гельмгольца (2.8.15)) момент количества движения определяется движением 

ее центра масс, а вклад движения относительно центра масс (вращение, де-

формация и т.д.) на два порядка по размеру частиц (O((∆x/L)
2
)) меньше. 

Отсюда следует, что эквивалентным определением классического слу-

чая (5.4.1) является задание удельного (отнесенного к единице массы) мо-

мента импульса в материальной точке, равному моменту скорости в этой 

точке: 

k =
0→∆V

lim
m∆

∆K
 = [x(M)

 × v(M)
].                               (5.4.17) 

Среды с внутренними моментами количества движения, поверхно-

стными и объемными парами. В практике встречаются процессы, когда 

существенным является вклад в момент количества движения среды момен-

тов ориентированных микродвижений – спинов электронов и ядер, момента 

орбитального движения электронов вокруг своих ядер, вращения дисперсных 

частиц вокруг своих центров и т.д. (см. рис. 5.4.1), т.е. движений, которые не 

описываются полем макроскоростей v(x, t), а наличие указанных микродви-

жений не вносит вклад в значение средней (макроскопической) скорости. 

 

 

На примере, приведенном на рис. 5.4.1, видно, что помимо момента ко-

личества движения выделенного элемента среды, связанного с его движени-

ем как целого, следует учитывать момент ориентированно вращающихся 

частиц.  

∆K = [x × v] ρ ∆V + m ∆V,    m = n I ωωωω2,  (5.4.18) 

где n – числовая концентрация в единице объема вращающихся микрочас-

ω2 

Рис. 5.4.1 



тиц; I – момент инерции одной микрочастицы относительно ее центра масс; 

ωωωω2 – угловая скорость вращения микрочастиц, которая кинематически неза-

висима от поля макроскоростей v(x, t). Может быть, что  

ω2 >> ∇k vj,    ω2 >> ω = 1
2

|rot v|.   (5.4.19) 

При этом величина микровращений ω2 и концентрация ориентированно 

вращающихся микрочастиц может быть настолько большой, что, несмотря на 

малость момента инерции вращающихся микрочастиц I из-за малости их 

размера (это может быть и размер ориентированных атомов), величина m = 

nIω2 не только превышает вклад второго и третьего слагаемых в выражении 

(5.4.16), описываемых регулярным полем скоростей v(x, t), но становится 

существенной по сравнению с главным, т.е. первым слагаемым. Важно иметь 

в виду, что наличие плотности внутренних моментов количества движения 

m может быть существенным только при выполнении двух необходимых ус-

ловий. Первое условие – должна быть ориентация микровращений, ибо при 

отсутствии такой ориентации (например, ориентации заштрихованных час-

тиц на рис. 5.4.1) моменты микровращений скомпенсируют друг друга. Вто-

рое условие – угловая скорость микровращений ω2 должна быть во много раз 

больше величины угловой скорости вращения ω = | ωωωω |, описываемого полем 

скоростей v(x, t). Таким образом должно выполняться условие (5.4.19), ибо в 

противном случае (ω2 ∼ ω) вклад момента микровращений m не будет пре-

вышать момента “макродвижений” частицы относительно ее центра масс, т.е. 

не будет превышать второе и третье слагаемые (5.4.16) (которые не вносят 

вклад в баланс моментов в материальной точке), и уравнение симметрии тен-

зора напряжения (5.4.10) сохранится. 

Рассмотрим простой эксперимент, в котором проявляется внутренний 

момент количества движения, иллюстрирующий так называемый гиромаг-

нитный эффект. Пусть в магнитном поле с напряженностью H подвешен вер-

тикально ферромагнитный стержень. После намагничивания стержня микро-

движения внутри доменов материала стержня сориентируются в соответст-

вии с внешним магнитным полем, и внутренний момент количества движе-



ния m в нем станет отличным от нуля и равным m(H), хотя макроскопиче-

ская скорость стержня будет равна нулю, т.е. стержень находится в покое. 

Если "снять", т.е. отключить источник, создавший магнитное поле, то из-за 

хаотического теплового движения ориентация микродвижений нарушится, 

они станут хаотическими и моменты внутренних движений станут равными 

нулю (m = 0). При этом, так как на стержень не действуют внешние момен-

ты, то полный момент количества движения стержня объема V, равный в об-

щем случае 

V

ρ∫ ([x × v] + m) dV, 

должен сохраниться, т.е. остаться равным m(H) ⋅ V. Поэтому должен воз-

никнуть момент количества макроскопического движения стержня, и стер-

жень начнет вращаться с угловой скоростью ωωωω, определяемой из уравнения 

сохранения полного момента в двух описанных состояниях: при отключен-

ном магнитном поле (m = 0) и включенном магнитном поле (ωωωω = 0, m(H) ≠ 

0) 

∫
V

[x × [x × ωωωω]] dV = m(H) ⋅ V. 

Как видно, в описанном гиромагнитном эффекте существенным явля-

ется внутренний момент количества микродвижения среды. 

Указанные внутренние моменты количества движения, описываемые в 

механике сплошных сред полем m(x, t), могут инициироваться распределен-

ным в среде (аналогично объемным силам) объемными (массовыми) парами 

M(x, t) (например, за счет действия электромагнитного поля), и аналогично 

поверхностным силам – поверхностными парами θθθθn = θθθθ(x, t, n), зависящими 

не только от координат и времени, но и (аналогично σσσσn) от нормали n к пло-

щадке, где эти пары действуют. Тогда уравнение сохранения момента коли-

чества движения (5.4.3) усложняется и принимает вид 

d

dt ∫ρ

E
V

 ([x × v] + m) dV = – ∫ρ

E
S

vn ([x × v] + m) ds + 



+ ∫
E

S

(  [x × σσσσn] + θθθθn) ds + ∫ρ

E
V

([x × F] + M) dV.  (5.4.20) 

Применяя это уравнение к малому тетраэдру аналогично тому (см. § 2 

гл. 3), как было показано, что σσσσn = σσσσk nk, можно показать, что вектор поверх-

ностных моментов также обладает этим свойством: 

θn ≡ θθθθ(x, t, n) = θθθθi ni,    θθθθi ≡ θθθθ(x, t, n),    θθθθi = θmi em, (5.4.21) 

и компоненты θmi образуют тензор второго ранга. 

Используя аналогичные выкладки, приведшие от (5.4.3) к (5.4.9), полу-

чим 

[x × (ρ
d

dt

v
 – ∇k σσσσk – ρ F)] + ρ

d

dt

m
 = ∇k θθθθk + ρ M + ei εikm σmk.  (5.4.22) 

Учитывая, что выполняется уравнение импульса, получим дифферен-

циальное уравнение внутреннего момента импульса 

ρ
d

dt

m
 = ∇k θθθθk + ρ M + [σσσσ]   (5.4.23) 

([σσσσ] ≡ ei εikm σmk ≡ (σ32 – σ23)e1 + (σ13 – σ31)e2 + (σ21 – σ12)e3). 

Как видно при наличии внутренних моментов и поверхностных объем-

ных пар, тензор напряжения в общем случае является несимметричным. Раз-

дел механики, учитывающий эти эффекты, называется механикой сплошных 

сред с внутренними моментами. 

 


